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摘    要:［目的］针对船舶开孔梁板易产生局部屈曲效应、受到较高的集中载荷作用会产生明显的结构响应

和屈曲破坏力的问题，提出采用无网格数值方法对该类问题进行数值分析。［方法］首先，以问题域离散节

点为基础建立其紧支函数，运用加权余量法建立系统位移场离散方程，并由移动最小二乘法构造离散节点的

形函数，以获得位移函数的逼近函数；然后，结合经简化的屈曲评估法，将屈曲方程特征值求解进行降阶处

理，得到更为精确的屈曲载荷因子；最后，进行算例演示，比较所提方法和传统计算方法并进行验证。［结果］结

果显示，所提方法有效，其结果与原结构有着更高的契合度。［结论］针对开孔板梁的无网格法数值分析特

性可为分析各种形状的蜂窝状板梁结构提供一种新的思路。
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MLPG analysis method for local buckling of ship opening beams
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Abstract: ［Objectives］In order to solve the problems of the local buckling effect and obvious structural re-
sponse and buckling failure force caused by high concentrated load, a meshless numerical method is proposed
to simulate the problem.［Methods］Based on discrete nodes in the problem domain, this method establishes
a compact support function and uses the weighted residual method to establish a discrete equation of the sys-
tem displacement field. Then uses the moving least square method to construct the shape function of the dis-
crete nodes to finally obtain the approximation function of the displacement function. Finally, combined with
the simplified buckling evaluation method, the eigenvalues of the buckling equation are effectively solved to
reduce the order,  and a more accurate buckling load factor is obtained.［Results］  The effectiveness of the
proposed method is  verified by the comparison between the proposed method and the traditional  calculation
method through the demonstration of an example. The calculation results of the proposed method also have a
higher  degree  of  agreement  with  the  original  structure.［Conclusion］By  analyzing  the  characteristics  of
meshless  numerical  analysis  of  perforated  plate  beam,  a  new method is  provided  for  the  analysis  of  various
shapes of honeycomb plate beam structure.
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0    引　言

在船舶结构设计中，为减轻结构自身重量，便

于设备、管线和人员通行，在结构强度允许的前

提下，会使用大量开孔梁和开孔板结构。在进行

船舶修理时，如需拆换船舶内部设备，在大型设

备需要出入舱的过程中，有时也需要在结构上开

设大开口。这些孔洞的存在，会削弱结构自身强

度，造成局部的应力集中甚至是结构失稳。因

此，有必要对开孔结构重新进行强度校核。

船舶结构上的孔洞除会削弱结构强度外，还

容易产生局部屈曲效应。如在高剪切应力作用

下，大部分开有不规则孔洞的板和梁（如腹板和面

板）会因孔洞的原因而受到较高的集中载荷，可

能会产生 Web-Post 屈曲、Vierendeel Bending 和破

坏 [1-2]，从而导致明显不同的结构载荷响应和屈曲破

坏力 [3-5]。对船舶开孔结构的校核，各大船级社都

有相关规定。针对这些开孔板和开孔梁的设计及评

估方法依旧局限于 BS5950：Part 1[6] 和 Eurocode 3[7]，

这些规则与标准考虑到工程安全，大部分是通过

逐步校核梁、板的稳性及横截面临界能力来进行

评判的，方法通常偏于保守。针对具有一定几何

形状（包括布局和尺寸范围）的有限域的问题，很

大程度上是基于简化的分析方法 [2, 8-9]，而这些模型

计算强度一般较大，在实践中较难推广。

在船舶结构分析的传统方法中，有限元法是

最常用也是最为有效的计算方法，其在处理船舶

结构变形、应力和疲劳分析等方面都有着成熟和

广泛的应用 [10-12]，但在分析船舶结构场量（如位移

场和应力场等）剧烈变化的高梯度区域时，会出

现计算精度降低甚至计算中断等现象。通常，采

用加密该区域网格或者采用高阶单元来解决此问

题。但是，这给有限元法前、后处理带来了巨大

的工作量，导致计算效率降低，同时，这种方法并

不能从根本上消除问题的根源。

与有限元法原理相对应的另一种数值分析方

法是无网格法，该方法在近 20 年中也得到了很大

的发展 [13-16]。无网格法是建立在系列独立的离散

节点上，通过构造这些离散点的近似函数来对问

题域进行求解。无网格法在计算过程中可以根据

需要任意增加节点，不需要处理节点之间的拓扑

信息，特别适合自适应分析计算。同时，由于无

网格法的节点可以由计算机以自主的方式进行创

建，故可节省花费在创建和处理网格上的时间和

计算资源。无网格法目前在航空材料、高速碰

撞、动态裂纹扩展、加工成型等诸多领域得到了

较为成功的应用 [17-19]。

鉴于上述背景，基于无网格局部 Petrov-Galerkin
（MLPG）法，拟提出开孔结构局部屈曲问题的无

网格数值分析方法。首先，基于 MLPG 法定义结

构的问题域并进行离散，在离散节点上建立其紧

支函数，采用加权余量法建立系统位移场（应力

场）的离散方程；然后，运用移动最小二乘法

（MLS）逼近离散节点的形函数；最后，通过算例

评估该方法对开孔梁板弹性屈曲问题分析的有效

性和正确性。 

1    基于 MLPG 的梁屈曲问题

KT

KE

KG

在目前的研究中，分析板屈曲问题的一般计

算公式是在切线刚度矩阵（ ）奇异性的基础上

发展起来的，一般由问题域材料刚度矩阵（ ）和

几何刚度矩阵（ ）组成。KE 只是单纯基于 Kirchhoff
板理论，KG 的计算仅仅需要一阶运动学方程的弹

簧旋转类比（RSA）原理类推简化而来 [20]。在预先

给定的确定平面应力的线性分析中，容易获得这

些参数。作为大多数弹性结构问题，KE 可以被认

为是独立的内部力量。这种方法虽然考虑了材料

的型线响应，但在发生变形屈曲之前，通常会忽

略小的变形，从而把屈曲问题作为一个线性特征

值问题，直接得出其简化计算公式。

本文采用 MLPG 法来离散问题域，然后使用

MLS 构建问题域位移场的近似函数。在建立开

孔梁的严格屈曲模式过程中，文章采用假定模式

与互补模式结合的方法，组成一个降低特征值求

解的二阶问题，然后通过迭代的方法 [21] 使多自由

度问题能够得到有效解决。在迭代运算中，局部

域的应用在求解精度和计算要求方面对两者有很

大的帮助 [22-24]。 

1.1    位移场逼近函数

Ω

不同于有限元法所采用的分段函数（位移函

数的形函数）预定义在所有单元子域上，MLPG 法

位移场函数是通过 MLS 获得的。这种方法的主

要特征是，基于某一问题域 内一系列给定节点

的曲线拟合来获得一个连续逼近函数，采用多项

式组合来完成：

uh (x) = pT (x) a (x) (1)

uh (x)

pT (x) a (x)

xy pT (x) = [1 x y x2 xy y2]

a (x)

式 中 ： 为 求 解 区 域 场 函 数 的 近 似 函 数 ；

为多项式基函数； 为待定系数。对于

平面内的问题， ，可以看做

为一个二次基函数。参考文献 [21]，采用 MLS
方法规定的节点参数，即节点位置 xI 和节点位移

uI (I=1, 2,···, N) 来构造近似函数； 可以通过加
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权 L2 范数最小化来建立，可以表示为

∂∆

∂a(x)
= 0 (2)

∆ =
N∑

I=1

w (x− xI)
[
uh (xI)−uI

]2
(3)

w (x− xI) x = [x y]T

∆

式中： 为权函数， 为空间坐标系

内的向量； 为节点参数值的加权残值。

∆泛函 中取极小值，可得

A (x) a (x) = B (x)uI (4)

其中
A (x) =

N∑
I=1

w (x− xI) pT (xI) p(xI)

B (x) = [ b1 · · · bN ], bI = w (x− xI) p(xI)

(5)

Φ (x)

Φ (x)

定义 为由节点参数得到的场逼近函数形

函数矩阵，设 为

Φ (x) = pT (x)
[
A(x)−1B (x)

]
(6)

由此，式（1）可进一步简化为

uh (x) =Φ (x)uI (7)

权函数在 MLS 中具有非常重要的作用，它可

以用来控制和调节影响域的位置，一般要求其具

有紧支性。本文采用三次样条函数 W(r) 来表达

权函数 ：

W (r) =


2/3−4r2+4r3 r ⩽ 1/2
4/3−4r+4r2−4r3/3 1/2 < r ⩽ 1
0 r > 1

(8)

r = |x− xI |式中： 。 

1.2    梁平面响应

KG

(u,v, θ)

为了求得载荷梁的外平面几何刚度矩阵 ，

需要得知与平面响应相关的应力分布。在使用

MLPG 法离散整个问题域时，有必要简化离散过

程，这样对于那些具有相同几何形状的单元来

说，可以避免重复计算。本文提出将开孔梁分割

成梁单元以进行简化，其中每个单元便构成一个

被降低了自由度的超级单元。图 1 所示为一个简

化单元，共有 4 个质心超级节点，节点位置如图所

示，每个节点有 3 个平面自由度 ，每个单元

受到集中载荷 F 和力矩M 的作用。在不规则开

口情况下，需要使用更多的单元模型来表示每个

不同的开口。

通过 MLPG 法对单个单元离散建立起其特征

单元响应，然后再利用一个标准的离散装配

过程 [23]，把所有单元组装成整体的梁响应。特征

单元的响应通过考虑单元力交变载荷的情况获

得。在节点 1 处，当单元在外载荷作用下达到平

衡时，节点 2，3，4 每一个单元对应于一个超级单

元自由度，如图 1 所示。按照 MLPG 方法逼近，

这为转化 4 个节点超级单元平面刚度去替代单个

单元响应提供了一种灵活的方法。

由于是基于单元的全梁分析，得到的应力仅

在局部单元域连续，故其产生的相关误差对于典

型的梁结构来说可以忽略不计。此外，一个连续

平面应力场可以在整体梁内通过 MLS 来近似实

现。单个单元平面应力场的计算公式如下：

σ =


σx

σy

σz

 = Dε = DBxy

uI︷         ︸︸         ︷Txy


F
· · ·
ω


 (9)

D Bxy

Txy

式中： 为平面应力弹性矩阵；ε 为应变； 为应

变位移矩阵； 为在 MLPG 单元域内节点参数对

应超级单元离散载荷和分布载荷的转换矩阵；

F为集中载荷 ；ω为 y 方向的均布载荷。式（9）封
装了平面离散分析的 2 个层次，即 MLPG 和超级

单元。 

1.3    平面外响应

KT KE KG

由文献 [20] 可知，平面外响应的切线刚度矩

阵 是由 和 这 2 个部分组成的。 

1.3.1    材料刚度矩阵

KE K
Kα

根据 Kirchhoff 薄板理论 [22]，运用 MLPG 法，

可以分解为弯曲刚度矩阵 和施加本质边界条

件后得到的罚函数刚度矩阵 ：

 

ω

M

F

S

θ

y (v)

x (u)

4 3

1 2

图 1　简化单元力学模型

Fig. 1    Simplified element mechanical model
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KE = K+Kα (10)

K =
w
Ω

BT
xy DBxydΩ (11)

D =
Et3

w

12(1−µ2)


1 µ 0
µ 1 0

0 0
(
1−µ2)

2

 (12)

Bxy =


Φ(x),xx

Φ(x),yy

2Φ(x),zz

 (13)

E µ tw

Φ (x)

式中： 为杨氏模量； 为泊松比； 为梁腹板厚度；

形函数矩阵 的下标表示对不同空间的导数。

Kα进一步地，罚函数刚度矩阵 可定义为

Kα =
w
Γu

RT
xy

[
αz 0
0 αθ

]
RxydΓ (14)

Γu Rxy

αz αθ

K
αz = αθ

式中： 为规定的位移边界； 为连接节点位移

和节点旋转自由度的转换矩阵；罚因子 和 为

常数，通常其范围为刚度矩阵最大对角元素值的

倍数，位数取值范围为 104~1013[23]。从施加约束出

发，罚因子应为无穷大，但在实际计算中不可能

实现。在实际计算中，如果罚因子取值过小，可

能会造成约束不能精确施加；如果取值过大，则

计算可能会溢出或者得到病态解。为简化计算，

本文罚因子的取值为弯曲刚度矩阵 最大对角线

元素值的倍数，且使得 。 

1.3.2    几何刚度矩阵

KG

σx σy τxy

KG

几何刚度 是根据 RSA 方法从平面应力场

， 和 得到 [20]。使用相同的离散化方法对

进行求解，得

KG =
w
Ω

TT
xy

[
σx τxy

τyx σy

]
TxytwdΩ (15)

Txy =

[
Φ(x),x
Φ(x),y

]
(16)

Φ(x),x Φ(x),y
σx σy τxy

式中： 和 为由 MLS 法求得的形函数的

一阶偏导数； ， 为 x，y 方向的应力； 为 xy 平

面的剪应力。 

1.3.3    折边刚度矩阵

折边对开孔梁的局部屈曲响应的影响可以通

过一种简化模型来实现。对于顶部和底部都有折

边的组合工字梁来说，如果这些折边能够沿着连

接腹板内边缘起到完全约束作用的话，那么通常

可以只考虑它们的材料和几何刚度；如果有上、

下板约束，则可以把板结构进行等效处理从而简

化为梁结构。相对于建立三维问题模型来说，上

面提到的简化方法仅需采用一维模型即可达到简

化折边响应的目的。同时，这种方法还保留了二

维平面模型的适用性。

Γf tf ×bf

tf bf

GJ

考虑一个一维折边 ，其尺寸为 ，其中

为折边厚度， 为折边宽度。在忽略次要变形的

影响下，折边材料刚度贡献来自其扭转刚度 ，

则折边的材料刚度矩阵为

KEf =
w
Γf

ΦT
,xyGJΦ,xydΓ (17)

GJ =
E

2(1+µ)

[
bft3

f

3

]
(18)

Φ,xy式中， 为关于梁的横向位移形函数的二阶偏导数。

σx

x

σx

Kθ = σx

另一方面，为了建立相应的几何刚度矩阵，假

定沿着折边宽度和厚度方向的应力 为一个常

数，在沿着 轴方向的内部压缩或拉伸应力变量

的作用下，可以认为该梁为一个一维等效梁。

因此，分布在横截面上每单位面积的等效转动几

何刚度可以取为 ，等效弯曲的侧向旋转角

Tθ 可以通过以下公式求得 [21]。

θ =
√

y2+ z2(Φxy,uz)

Tθ =
√

y2+ z2Φ,xy (19)

uz式中： 为腹板平面平移自由度。因此，根据 RSA
法，可得折边的几何刚度为

KGf =
w
Γf

w
Ω

TT
θ diag(Kθ)TθdΩdΓ =w

Γf

ΦT
,xydiag(σx)Φ,xy

(w
Ω

(
y2+ z2

)
dΩ
)
dΓ =

Io

w
Γf

ΦT
,xy (σx)Φ,xydΓ (20)

IO式中， 为面积二次极矩。 

1.4    简化后的屈曲分析

λcr

KE KG

λcr

目前，针对开孔梁的失稳评估模型一般是在

仅取梁的某一适当部分的基础上建立起来的。本

文采用局部模型，沿梁的长度方向取至少 4 个单

元，这样具有更好的分析效果。本文所提方法只

需要在无网格 MLPG 区域内计算材料和几何刚

度矩阵即可，大幅减少了刚度矩阵的规模，提高

了计算效率。在梁单元局部域内，在按照比例施

加载荷情况下梁的临界屈曲载荷因子 可以由相

关的 和 的特征值求得，然而相关矩阵的大小

导致求解其特征值的工作量庞大，大幅增加了计

算成本。考虑到 RSA 方法 [20]，当梁在屈曲模态时，

也可以作为内部能量吸收和转动等效转化的比

例系数。本文所提方法采用实际屈曲载荷因子的

近似模态代替精确模态的束缚，典型的模态可以

近似地通过对线性结构执行屈曲模态来获得 [20-21]。
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uz

fz
λcr

考虑一个近似平面外模态 由对应于外部的

平面力 获得，忽略屈曲前平面内变形的影响，则

临界屈曲载荷因子 可由下式确定。 [22 ]

λcr = −
uT

z fz
uT

z KGuz
= −uT

z KEuz

uT
z KGuz

(21)

λcr

fzA uzA

fzB
uzB

基于假定的屈曲模态，对预定的模式通过进

行迭代运算来进一步改进，式（21）可以用来获得

一个初始解的一个近似临界屈曲载荷因子 。本

文方法是通过局部域的手段来降低问题的维数，

从而使得假定的模态阶数降低，这样，特征值的

求解就变得容易 [24-26]。根据这种方法，相应于一个

任意的平面外载荷模式 ，最初的近似模态 在

一个新的负载模式 作用下可以建立一个互补

的模态 。可以定义为：

fzB = −
[
fzA+λcr(A) (KGuzA)

]
(22)

uzB = K−1
G fzB (23)

uzA uzB因此，2 个互补模态 和 用于计算和解答

经降阶了的模态特征值，结果经过每一次迭代计

算直至收敛。 

2    数值模拟算例

R = 250 mm

L = 40 000 mm B = 2 000 mm t = 5 mm

E =3.0×105 MPa

µ = 0.3 ρ =7.5×103 kg/m3

ω = 2×104 N

算例采用一连续多孔板。在板沿长度方向，

等距开有半径 的系列圆形孔，对称半

长 ，宽度 ，板厚 。

这种结构在船舶结构中非常普遍，例如肋板、船

底纵桁等，这些结构的一般特征就是开有一定数

量的减轻孔或者人孔。图 2 所示为该连续多孔板

结构靠近两端的带有 4.5 个圆形孔的部分简化形

式，图中数值的单位为 mm。算例中用到的计算

常量包括：材料的杨氏弹性模量 ，

泊松比 ，密度 。板的上、

下端为自由边，左侧边界刚性固定，右侧平直边部分

受到与板中性面方向一致的均布压力 。
  

2
 0

0
0 7
5
0

7
5
0

R250

1 000

2 000 2 000 2 000 2 000 2 000

ϕ500 
ϕ500 

ϕ500 
ϕ500 

图 2　4 个孔的单元结构图

Fig. 2    Structural drawing of four hole units
 

算例采用 MLPG 无网格算法，初始节点 42 108
个，如图 3（a）所示；采用高斯积分法，积分背景初

始网格 83 194 个，经过五步自适应计算，得到如

图 3（b）所示的计算结果。

为了进行比较分析，算例采用有限元法

（NASTRAN 2016）进行了验证性计算。图 4（a）所

示为有限元离散网格，共 4 900 个节点，4 583 个网

格，计算得到如图 4（b）所示的计算结果。
  

1.216 5e+005
1.066 9e+005
9.173 8e+004
7.678 4e+004
6.182 9e+004
4.687 5e+004
3.192 0e+004
1.696 6e+004
2.011 0e+003

(a) 无网格离散节点图

(b) 无网格法计算应力分布云图

应力/Pa

图 3　无网格 MLPG 法计算结果

Fig. 3    Calculation results of meshless MLPG method
  

1.229 6e+005
1.068 5e+005
9.018 8e+004
7.380 0e+004
5.741 3e+004
4.102 5e+004
2.463 8e+004
8.250 6e+003
−8.136 9e+003

应力/Pa

(a) NASTRAN 离散网格图

(b)  NASTRAN 软件计算应力分布云图

图 4　有限元法计算结果

Fig. 4    Calculation results of finite element method
 

从 2 种方法的计算结果来看，计算的应力分

布高度相似，并且应力集中区域几乎都落在相同

的区域。从无网格方法的计算结果来看，由于采

用的是连续应力场函数，不仅可以清晰地得到每

一点的应力分布，甚至在那些边缘应力出现间断

时也都可以获得。这就是无网格法相对于有限元

的重要优势。

为进一步分析文章所提方法对结构局部屈曲

载荷因子分析的有效性，对有限元法与本文所提

方法的计算结果进行了比较，结果如图 5 所示。

从图中可以看出，有限元法基本上对于整个结构

的屈曲载荷因子都不敏感，对于结构当中由孔洞

所带来的的局部结构屈曲并没有明显的响应；而

本文所提的运用 MLPG 方法计算得出在结构 2 个

端部的屈曲载荷因子较大，结构中部屈曲载荷因

子降低，该结果与原结构的值吻合较好。
  

局部问题域位置

临
界

屈
曲

载
荷

因
子

66

68

70

72

74

76

78

80

82

84

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

MLPG 有限元法

图 5　运用 MLPG 法和有限元法计算的屈曲载荷因子变化图

Fig. 5    Change  diagram  of  buckling  load  factor  calculated  by
MLPG method and finite element method
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为了更好地确认本文所提方法能够更好地分

析临界屈曲载荷因子大小随结构变化的敏感性，

即分析结构屈曲载荷因子随结构变化而变化的情

况，将原结构两侧第 2 和第 3 个圆形孔按照以直

径作为边长修改为了正方形（称为改型方案），如

图 6 所示。图中，数值单位为 mm。
 
 

1 000

2
 0

0
0
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7
5
0

7
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0R250ϕ500ϕ500

500500
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图 6　改型方案结构示意图

Fig. 6    Structural diagram of modification scheme
 

运用 MLPG 无网格算法进行计算，初始节点

44 400 个，如图 7（a）所示；采用高斯积分法，积分

背景初始网格为 87 923 个，经过五步自适应计

算，得到如图 7（b）所示的计算结果。
 
 

1.733 8e+005
1.518 7e+005
1.303 7e+005
1.088 6e+005
8.735 8e+004
6.585 2e+004
4.434 7e+004
2.284 1e+004
1.335 3e+003

应力/Pa

(a) 无网格离散节点图

(b) 无网格法计算应力分布云图

图 7　改型算例无网格 MLPG 法计算结果

Fig. 7    Calculation results of modified example by meshless MLPG
method

 

同样，采用有限元法（使用 NASTRAN 2016）
进行比较分析。图 8（a）所示为有限元离散网格，共

3 585 个节点，3 127 个网格，得到如图 8（b）所示的

计算结果。
 
 

1.702 6e+005
1.472 2e+005
1.241 8e+005
1.011 4e+005
7.809 5e+004
5.505 4e+004
3.201 3e+004
8.972 8e+003
−1.406 8e+004

应力/Pa

(a)  NASTRAN 离散网格图

(b)  NASTRAN 软件计算应力分布云图

图 8　改型算例有限元法计算结果

Fig. 8    Calculation  results  of  modified  example  by  finite  element
method

 

将经过修改的结构再次运用 2 种方法予以计

算。从计算应力云图结果来看，应力分布依然高

度相似，并且应力集中趋势也基本一致。重新计

算出的屈曲载荷因子如图 9 所示。有限元法计算

结果显示结构修改后的载荷因子与原结构载荷因

R =
a =

子几乎相同，说明其对于孔洞的细微修改并不敏

感，而本文所提出的方法则非常敏感，两侧第 2 和

第 3 个孔洞的扩大（由半径 250 mm 扩大为边

长 500 mm 的正方形）明显降低了其所在位置

的屈曲载荷因子，同时也对其两侧结构产生了一

定的影响，而对于其外的结构基本不产生影响，

这个计算结果也与原结构有着更高的契合度。
 
 

1.702 6e+005
1.472 2e+005
1.241 8e+005
1.011 4e+005
7.809 5e+004
5.505 4e+004
3.201 3e+004
8.972 8e+003
−1.406 8e+004

(a)  NASTRAN 离散网格图

(b)  NASTRAN 软件计算应力分布云图

图 9　运用 MLPG 法和有限元法计算的改型算例屈曲载荷因子

变化图

Fig. 9    Change  diagram of  modified  example  buckling  load  factor
calculated by MLPG method and finite element method

  

3    结　论

本文采用 MLPG 法对开孔梁和开孔板的弹性

屈曲问题予以了计算和评估。在建立开孔梁的严

格屈曲模式过程中，采用假定模式与互补模式相

结合的方法，降阶求解了模态特征值。在迭代运

算中，局部域的应用在求解精度和计算要求方面

均非常有效。

运用有限元法和本文所提方法对算例进行了

计算，通过对应力计算结果的分析和比较，得到

2 种方法计算的应力分布高度相似，应力集中区

域基本相同。本文方法由于采用的是连续应力场

函数，所以可以清晰地得到场点的应力分布。

通过对算例中结构局部屈曲载荷因子的计算

和比较，得出本文所提方法能够较好地仿真结构

2 个端部的屈曲载荷因子，其结果与原结构吻合

较好。

算例还测试了本文方法和有限元法临界屈曲

载荷因子的大小随结构变化的敏感性，结果显示

传统方法（有限元法）对板梁孔洞的细微修改不

敏感，而本文所提方法则非常敏感，该计算结果

与原结构的契合度更好。
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